
ANALIZA MATEMATYCZNA

semestr zimowy 2015

dr Damian Wi±niewski, KAiRR



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«

mo»na by¢ 5 razy nieobecnym



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«

mo»na by¢ 5 razy nieobecnym

trzy kolokwia w semestrze (K1, K2, K3), ka»de 45 minut (w trakcie zaj¦¢)



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«

mo»na by¢ 5 razy nieobecnym

trzy kolokwia w semestrze (K1, K2, K3), ka»de 45 minut (w trakcie zaj¦¢)

kolokwium uznajemy za zaliczone, je±li student zdob¦dzie z niego minimum
55 % maksymalnej liczby punktów



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«

mo»na by¢ 5 razy nieobecnym

trzy kolokwia w semestrze (K1, K2, K3), ka»de 45 minut (w trakcie zaj¦¢)

kolokwium uznajemy za zaliczone, je±li student zdob¦dzie z niego minimum
55 % maksymalnej liczby punktów

z ka»dego kolokwium jest jedna poprawa (poza zaj¦ciami, wspólna dla
wszystkich moich grup)



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«

mo»na by¢ 5 razy nieobecnym

trzy kolokwia w semestrze (K1, K2, K3), ka»de 45 minut (w trakcie zaj¦¢)

kolokwium uznajemy za zaliczone, je±li student zdob¦dzie z niego minimum
55 % maksymalnej liczby punktów

z ka»dego kolokwium jest jedna poprawa (poza zaj¦ciami, wspólna dla
wszystkich moich grup)

wynik poprawy nadpisuje pierwotny rezultat uzyskany z danego kolokwium



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«

mo»na by¢ 5 razy nieobecnym

trzy kolokwia w semestrze (K1, K2, K3), ka»de 45 minut (w trakcie zaj¦¢)

kolokwium uznajemy za zaliczone, je±li student zdob¦dzie z niego minimum
55 % maksymalnej liczby punktów

z ka»dego kolokwium jest jedna poprawa (poza zaj¦ciami, wspólna dla
wszystkich moich grup)

wynik poprawy nadpisuje pierwotny rezultat uzyskany z danego kolokwium

aby otrzyma¢ minimum 3,0 na koniec trzeba zaliczy¢ przynajmniej dwa
kolokwia



Moje dane

e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl

www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ∼ kairr/dawi

godziny konsultacji : poniedziaªki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia ¢wicze«

mo»na by¢ 5 razy nieobecnym

trzy kolokwia w semestrze (K1, K2, K3), ka»de 45 minut (w trakcie zaj¦¢)

kolokwium uznajemy za zaliczone, je±li student zdob¦dzie z niego minimum
55 % maksymalnej liczby punktów

z ka»dego kolokwium jest jedna poprawa (poza zaj¦ciami, wspólna dla
wszystkich moich grup)

wynik poprawy nadpisuje pierwotny rezultat uzyskany z danego kolokwium

aby otrzyma¢ minimum 3,0 na koniec trzeba zaliczy¢ przynajmniej dwa
kolokwia

dla osób wyró»niaj¡cych si¦ zaanga»owaniem w przedmiot przewiduj¦
podwy»szenie pozytywnej oceny ko«cowej



Fakt nr 1 Materiaªu jest cholernie du»o jak na 45 godzin.



Fakt nr 1 Materiaªu jest cholernie du»o jak na 45 godzin.
Fakt nr 2 Prawdopodobnie b¦d¦ czasami dosy¢ szybko przemykaª przez niektóre
zagadnienia (postaram si¦ robi¢ to jak najrzadziej). Prosz¦ wtedy przeanalizowa¢
zadania nie przerobione na ¢wiczeniach. Je±li pojawi¡ si¦ w¡tpliwo±ci - koniecznie
szuka¢ u mnie/u dr Ciecierskiej pomocy (np. na konsultacjach).



Fakt nr 1 Materiaªu jest cholernie du»o jak na 45 godzin.
Fakt nr 2 Prawdopodobnie b¦d¦ czasami dosy¢ szybko przemykaª przez niektóre
zagadnienia (postaram si¦ robi¢ to jak najrzadziej). Prosz¦ wtedy przeanalizowa¢
zadania nie przerobione na ¢wiczeniach. Je±li pojawi¡ si¦ w¡tpliwo±ci - koniecznie
szuka¢ u mnie/u dr Ciecierskiej pomocy (np. na konsultacjach).
Fakt nr 3 B¦d¦ czyniª starania, »eby powiedzie¢ co± raz, a porz¡dnie, zamiast
powtarza¢ pewne my±li kilkukrotnie (co mi si¦ cz¦sto zdarza). Osoby, które maj¡
zamiar przeszkadza¢ w ¢wiczeniach (cho¢by rozmowami mi¦dzy sob¡ - nie na
temat) b¦d¡ proszone o szybkie opuszczenie sali.



Fakt nr 1 Materiaªu jest cholernie du»o jak na 45 godzin.
Fakt nr 2 Prawdopodobnie b¦d¦ czasami dosy¢ szybko przemykaª przez niektóre
zagadnienia (postaram si¦ robi¢ to jak najrzadziej). Prosz¦ wtedy przeanalizowa¢
zadania nie przerobione na ¢wiczeniach. Je±li pojawi¡ si¦ w¡tpliwo±ci - koniecznie
szuka¢ u mnie/u dr Ciecierskiej pomocy (np. na konsultacjach).
Fakt nr 3 B¦d¦ czyniª starania, »eby powiedzie¢ co± raz, a porz¡dnie, zamiast
powtarza¢ pewne my±li kilkukrotnie (co mi si¦ cz¦sto zdarza). Osoby, które maj¡
zamiar przeszkadza¢ w ¢wiczeniach (cho¢by rozmowami mi¦dzy sob¡ - nie na
temat) b¦d¡ proszone o szybkie opuszczenie sali.
Fakt nr 4 W zwi¡zku z uwag¡ nr 1 i nr 2 w trakcie zaj¦¢ nie b¦dzie »adnych
przerw.



Ci¡gi liczbowe

Niech N = {1, 2, 3, . . . } - zbiór liczb naturalnych.

Ci¡g (niesko«czony) to funkcja odwzorowuj¡ca zbiór liczb naturalnych w zbiór
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N→ R. Warto±ci takiej funkcji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa si¦ wyrazami ci¡gu i oznacza a1, a2, a3, . . . .

Ci¡gi mo»emy okre±la¢ :
1 przy pomocy wzorów ogólnych, np. an = 3−n

n2 , dn =
√
n + 7

2 rekurencyjnie:

an =

{
1, dla n = 1
2a2n−1 + 3, dla n > 1

ci¡g Fibbonaciego :

1 1 2 3 5 8 13 21 . . .

Jak go opisa¢ rekurencyjnie?
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Monotoniczno±¢ ci¡gu

De�nicja

Ci¡g (an) nazywamy :

1 rosn¡cym, je±li ∀n ∈ N : an < an+1

2 niemalej¡cym, je±li ∀n ∈ N : an ¬ an+1

3 malej¡cym, je±li ∀n ∈ N : an > an+1

4 nierosn¡cym, je±li ∀n ∈ N : an ­ an+1

Powy»sze ci¡gi nazywamy monotonicznymi.
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Jak bada¢ monotoniczno±¢ ci¡gu?

((bn)-ci¡g o wyrazach dodatnich!)

Zadanie 1. Zbada¢ monotoniczno±¢
poni»szych ci¡gów :
a) kn = n2 + 3n + 2, b) bn = 3n+5

5n−4 ,

c) an = n2

7n+4
, d) an = 2n

n2 ,

e) cn = n!
nn , f) an = n2+1

n! ,

g) an =
√
n2 + 4n − n, h) dn = sin π

2n ,

i) cn = n!(2n)!
(3n)! , j) bn = 7n

n! ,

k) fn = n100 − n50 + 1, l) bn = 2 · 3n



Ci¡gi ograniczone

De�nicja

Ci¡g (an) nazywamy ograniczonym, je±li

∃m,M ∈ R ∀n ∈ N : m ¬ an ¬ M.

Ci¡g, dla którego speªniona jest nierówno±¢ an ­ m nazywamy ograniczonym z
doªu, za± taki, dla którego zachodzi an ¬ M - ograniczonym z góry (ci¡g
ograniczony z góry i ograniczony z doªu jest ograniczony).
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Ci¡g, dla którego speªniona jest nierówno±¢ an ­ m nazywamy ograniczonym z
doªu, za± taki, dla którego zachodzi an ¬ M - ograniczonym z góry (ci¡g
ograniczony z góry i ograniczony z doªu jest ograniczony).
Zadanie 2.
Stwierdzi¢, czy podane poni»ej ci¡gi s¡ ograniczone z doªu, z góry, s¡ ograniczone:
a) an = n

n2+1
, b) bn = 4− 3 cos n, c) cn = 2n d) dn = 10n − n2,

e) en = 3−n, f) fn = 2n

n! g) gn = 3n

3n+2
, h) hn =

√
n + 6−

√
n + 2.



Granica ci¡gu liczbowego

De�nicja

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy wªa±ciwej g ∈ R, co zapisujemy lim
n→∞

an = g ,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε > 0 ∃nε ∈ N
∣∣∣ ∀n > nε |an − g | < ε.

Powy»sz¡ de�nicj¦ rozumiemy nast¦puj¡co : dla dowolnie maªej dodatniej liczby ε
mo»na wskaza¢ tak¡ liczb¦ nε, odpowiednio dobran¡ do ε, »e wszystkie wyrazy
ci¡gu (an) o numerach wi¦kszych ni» nε b¦d¡ ró»ni¢ si¦ od liczby g (=granicy
ci¡gu) o mniej ni» ε.
Zadanie 3. Na podstawie powy»szej de�nicji pokaza¢, »e :

granic¡ ci¡gów: an = 1
n , bn = 2+(−1)n

n , cn = 1+(−1)n
n jest liczba 0

granic¡ ci¡gu an = 3
n+2

jest liczba 0

granic¡ ci¡gu an = n+1
n+11

jest liczba 1

granic¡ ci¡gu an = 3−8n
5n+4

jest liczba − 8
5

granic¡ ci¡gu an = n2−n+2
3n2+2n−4 jest liczba 1

3

granica ci¡gu an = (−1)n nie istnieje
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De�nicja

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy niewªa±ciwej +∞, co zapisujemy lim
n→∞

an = +∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε > 0 ∃nε ∈ N
∣∣∣ ∀n > nε an > ε.

Powy»sz¡ de�nicj¦ rozumiemy nast¦puj¡co : Dostatecznie dalekie wyrazy tego
ci¡gu s¡ wi¦ksze od dowolnie du»ej liczby (ε).
Analogicznie:

De�nicja

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy niewªa±ciwej −∞, co zapisujemy lim
n→∞

an = −∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy ∀ε < 0 ∃nε ∈ N
∣∣∣ ∀n > nε an < ε.

Troch¦ haseª:
Ci¡gi zbie»ne do granicy wªa±ciwej (czyli do liczby) nazywamy zbie»nymi.
Ci¡gi zbie»ne do granicy niewªa±ciwej (czyli do ±∞) nazywamy rozbie»nymi
lub rozbie»nymi (jak równie» zbie»nymi) do ±∞.
Ci¡gi, które nie posiadaj¡ granicy równie» nazywamy rozbie»nymi (cz¦±¢ osób
okre±la je równie» jako "niezbie»ne").
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an = −∞,
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Tabelka odczytywania warto±ci pewnych wyra»e«:

a+∞ =∞, −∞ < a ¬ ∞ a · ∞ =∞, 0 < a ¬ ∞
a
∞ = 0, −∞ < a <∞ a

0+
=∞, 0 < a ¬ ∞

a
0+

= −∞, −∞ ¬ a < 0 a
0−

= −∞, 0 < a ¬ ∞
a
0−

=∞, −∞ ¬ a < 0
a∞ = 0, 0+ ¬ a < 1 a∞ =∞, 1 < a ¬ ∞
∞a = 0, −∞ ¬ a < 0 ∞a =∞, 0 < b ¬ ∞

Symbole nieoznaczone: ∞∞ ,
0
0
, ∞−∞, 0 · ∞, 1∞, 00, ∞0
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Arytmetyka granic

Dla ci¡gów (an), (bn) zbie»nych lub rozbie»nych do ∞ lub −∞ mamy :
a) lim

n→∞
(an ± bn) = lim

n→∞
an ± lim

n→∞
bn;

b) lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn;

c) lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
, je±li lim

n→∞
bn 6= 0;

d) lim
n→∞

(an)
p =

(
lim

n→∞
an
)p
, p ∈ Z \ {0};

f ) lim
n→∞

k
√
an = k

√
lim

n→∞
an, k ∈ N \ {1};



Zadanie 4. Obliczy¢ granice poni»szych ci¡gów:
an = (n+7)14

(2n−4)7 , bn = n2+3n−2
1+2+3+···+n , cn = 2+4+6+···+2n

(8−3n)(5+7n) ,

dn = lim
n→∞

(5n−3)(2−7n)
3+6+9+···+3n , en = 5+10+15+···+5n

n+1
, fn =

√
4n2−n+1
9−2n ,

gn =
√
n+3+2

√
n

3
√
4n+7+5

√
9n+1

, hn =
(
3n+7
8n+4

+ 3n−4
6n+5

)2
, in =

√
4n2+3n+7
3−5n ,

jn = 3

√
8n6+1
n6−2 , kn =

√
n + 3−

√
n − 5, ln = 3n−4n

5n+4n
, mn = 5·4n−2+3·2n+1

2·4n+1−6·2n ,

on =
(
22n+2·3n−1
4n+3n+2

)5
, pn =

1+ 1

2
+ 1

4
+···+ 1

2n−1
1+ 1

3
+ 1

9
+···+ 1

3n−1
, rn = 7+49+343+·+7n

3·7n−2 ,

sn = (
√
9n2 + 7n − 1−

√
9n2 + 16n), tn =

(
n2+6
n2

)n2
, un =

(
n2+2
2n2+1

)n2
,

vn =
(

n2−1
n2

)3n2−n
.



Zadanie 5. Niech αn (n ­ 3) oznacza miar¦ k¡ta wewn¦trznego n-k¡ta
foremnego. Obliczy¢ granic¦ lim

n→∞
αn.

Twierdzenie (o trzech ci¡gach)

Niech dane b¦d¡ ci¡gi (an), (bn), (cn). Je±li

an ¬ bn ¬ cn ∀n > N

oraz
lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = g ,

to lim
n→∞

bn = g .



Zadanie 5. Niech αn (n ­ 3) oznacza miar¦ k¡ta wewn¦trznego n-k¡ta
foremnego. Obliczy¢ granic¦ lim

n→∞
αn.

Twierdzenie (o trzech ci¡gach)

Niech dane b¦d¡ ci¡gi (an), (bn), (cn). Je±li

an ¬ bn ¬ cn ∀n > N

oraz
lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = g ,

to lim
n→∞

bn = g .



Zadanie 5. Niech αn (n ­ 3) oznacza miar¦ k¡ta wewn¦trznego n-k¡ta
foremnego. Obliczy¢ granic¦ lim

n→∞
αn.

Twierdzenie (o trzech ci¡gach)

Niech dane b¦d¡ ci¡gi (an), (bn), (cn). Je±li

an ¬ bn ¬ cn ∀n > N

oraz
lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = g ,

to lim
n→∞

bn = g .

Zadanie 6. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach znale¹¢ granice poni»szych
ci¡gów:

an = n
√
3n + πn + 7n, bn =

5 cos n
n2 + 2

, cn =
sin2 n + 2n
5n − 1

,

dn = n

√
1
2
+

2
3
+ · · ·+ n

n − 1
, en =

1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ · · ·+ 1√

n2 + n
.



Twierdzenie (o dwóch ci¡gach)

Niech dane b¦d¡ ci¡gi (an), (bn). Je±li

an ¬ bn ∀n > N

oraz
lim

n→∞
an =∞,

to lim
n→∞

bn =∞.

Prawdziwe jest równie» analogiczne twierdzenie dla ci¡gów zbie»nych do granicy
niewªa±ciwej (−∞).
Zadanie 7. Na mocy powy»szego twierdzenia uzasadni¢, »e:

lim
n→∞

[4n + (−1)n · n] =∞

lim
n→∞

1−n2
n−sin n = −∞

lim
n→∞

( 1
3
√
1
+ 1

3
√
2
+ · · ·+ 1

3
√
n
) =∞

lim
n→∞

[n3
√
2]

[
√
n2+1]

=∞.



De�nicja

Podci¡giem nazywamy ci¡g pozostaªy po skre±leniu pewnej (by¢ mo»e
niesko«czonej) liczby wyrazów ci¡gu wyj±ciowego.

Twierdzenie

Ka»dy podci¡g ci¡gu zbie»nego (do granicy wªa±ciwej lub niewªa±ciwej) jest
zbie»ny do tej samej granicy.

Powy»sze twierdzenie daje wygodn¡ metod¦ dowodzenia, »e dany ci¡g nie ma
granicy.Wystarczy w tym celu wybra¢ z niego dwa podci¡gi zbie»ne do ró»nych
granic.
Zadanie 8. Pokaza¢, wskazuj¡c odpowiednie podci¡gi, »e ci¡gi
an = (−1)n, bn = cos nπ, cn = [n + (−1)nn2] nie maj¡ granic.



Twierdzenie (o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym)

Ka»dy ci¡g monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbie»ny, przy
czym:
- ci¡g niemalej¡cy (od pewnego miejsca) i ograniczony z góry jest zbie»ny do
granicy, która jest kresem górnym zbioru jego warto±ci,
- ci¡g nierosn¡cy (od pewnego miejsca) i ograniczony z doªu jest zbie»ny do
granicy, która jest kresem dolnym zbioru jego warto±ci.

Zadanie 9. Korzystaj¡c z twierdzenia o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym
wykaza¢ zbie»no±¢ poni»szych ci¡gów:
an = 3n2

n2+1
, bn = 1+ 1

n+1
+ 1

n+2
+ . . . 1

n+n , cn = n3

10n
,

dn = (n!)2

(2n)! , en = 1
31+1

+ 1
32+2

+ · · ·+ 1
3n+n
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Szeregi liczbowe

De�nicja

Szereg liczbowy
∞∑
n=1

an de�niujemy nast¦puj¡co :

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · · = lim
n→∞

Sn,

gdzie Sn = a1 + · · ·+ an.

Mówimy, »e szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny, je±li istnieje granica wªa±ciwa ci¡gu jego

sum cze±ciowych (Sn). Je±li lim
n→∞

Sn = ±∞, to mówimy, »e szereg jest rozbie»ny.

Zadanie. Obliczy¢ sumy cz¦±ciowe i nast¦pnie zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

1
4n
,

∞∑
n=1

( 2
3
)n,

∞∑
n=1

(3)n,
∞∑
n=1

(−1)n,
∞∑
n=1

2
(2n−1)(2n+1) ,

∞∑
n=1

ln(1+ 1
n ).



Warunek konieczny zbie»no±ci szeregu

Je±li szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny to lim
n→∞

an = 0.

Oczywisty, bardzo wa»ny w praktyce, wniosek jest nast¦puj¡cy: Je±li lim
n→∞

an 6= 0,

to szereg
∞∑
n=1

an jest rozbie»ny.

Uwaga! Je±li lim
n→∞

an = 0, to nie wiemy (bez odpowiednich bada«), czy szereg

jest zbie»ny, czy rozbie»ny.
Zadanie. Na mocy warunku koniecznego wyci¡gn¡¢ wnioski odno±nie rozbie»no±ci
(o ile si¦ da) nast¦puj¡cych szeregów :
∞∑
n=1

1
n
√
n
,

∞∑
n=1

cos(sin 1
n ),

∞∑
n=1

1
n ,

∞∑
n=1

1
n2 ,

∞∑
n=1

(1+ 1
n )

n.



Gªówne zadanie dotycz¡ce szeregów liczbowych, to badanie ich zbie»no±ci. Cz¦sto
nie potrzebujemy (lub nie jest ªatwo) dowiedzie¢ si¦ ile dokªadnie wynosi suma
szeregu, zazwyczaj interesuje nas jedynie czy jest ona sko«czona (liczba), czy te»
ucieka do ±∞. W tym celu korzystamy z tak zwanych kryteriów (ro)zbie»no±ci
szeregów. Najpierw jednak przytoczymy szeregi, do których b¦dziemy si¦ cz¦sto
odnosi¢.
Dwa wa»ne szeregi:

Szereg harmoniczny rz¦du α :
∞∑
n=1

1
nα . Szereg ten jest zbie»ny dla α > 1, w

przeciwnym wypadku jest rozbie»ny.

Szereg geometryczny
∞∑
n=1

qn jest zbie»ny dla |q| < 1. Wtedy suma takiego

szeregu wynosi

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

a1 · (1− qn)

1− q
=

a1
1− q

.

W przeciwnym wypadku (|q| ­ 1) jest to szereg rozbie»ny.



Kryterium porównawcze

Niech 0 ¬ an ¬ bn dla ka»dego n > n0, n0 ∈ N. Je±li zbie»ny jest szereg
∞∑
n=1

bn to

zbie»ny jest szereg
∞∑
n=1

an. Je±li
∞∑
n=1

an =∞, to
∞∑
n=1

bn =∞.

Zadanie. Na podstawie kryterium porównawczego zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

1
2n+1

,
∞∑
n=1

ln n
n·3n ,

∞∑
n=1

n−1
n3+2

,
∞∑
n=1

sin π
2n
,

∞∑
n=1

3
√
n2+n
n+2

,
∞∑
n=1

tg2( 1√
n
),

∞∑
n=1

3n2+5n−1
8n4−5n2+2

,
∞∑
n=1

n+2 3
√
n

3n
√
n−2 .



Kryterium d'Alamberta

Niech an ­ 0 dla n ∈ N i istnieje granica g := lim
n→∞

an+1
an
∈ [0, 1) ∪ (1,∞].

Wówczas, je±li g ∈ [0, 1), to szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny. Je±li g ∈ (0,∞], to szereg

∞∑
n=1

an jest rozbie»ny.

Zadanie. Korzystaj¡c z kryterium d'Alemberta zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

n5

2n
,

∞∑
n=1

32n−1

23n−1
,

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)! ,
∞∑
n=1

2n(n!)2

n2n−1

∞∑
n=1

n
en ,

∞∑
n=1

n2014·2015n
2014n

,
∞∑
n=1

√
1n3+3n
.



Kryterium Cauchy'ego

Niech an ­ 0 dla n ∈ N i istnieje granica g := lim
n→∞

n
√
an ∈ [0, 1) ∪ (1,∞].

Wówczas, je±li g ∈ [0, 1), to szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny. Je±li g ∈ (0,∞], to szereg

∞∑
n=1

an jest rozbie»ny.

Zadanie. Korzystaj¡c z kryterium Cauchy'ego zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

( n√
4n2+3

)n,
∞∑
n=1

22n

n3·3n ,
∞∑
n=1

( n+1
n )n

2

3n
,

∞∑
n=1

n
en



De�nicja

Szereg
∞∑
n=0

an nazywamy bezwzgl¦dnie zbie»nym, je±li zbie»ny jest szereg

∞∑
n=0

|an|. O szeregu
∞∑
n=0

an powiemy, »e jest warunkowo zbie»ny, je±li jest zbie»ny,

ale nie jest zbie»ny bezwzgl¦dnie.

Twierdzenie (o zbie»no±ci szeregów zbie»nych bezwzgl¦dnie)

Szereg
∞∑
n=0

an zbie»ny bezwzgl¦dnie jest zbie»ny.

Zadanie. Zbada¢ zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ szeregów:
∞∑
n=1

sin n
n2 ,

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
n ,

∞∑
n=1

(−1)n
3n
· ( n

n−1 )
n2 . Na mocy twierdzenia o zbie»no±ci

szeregów zbie»nych bezwzgl¦dnie wyci¡gn¡¢ stosowne wnioski.



kryterium Leibniza

Je±li ci¡g (an), an ­ 0 jest ci¡giem nierosn¡cym oraz lim
n→∞

an = 0, to
∞∑
n=1

(−1)nan <∞.

Zadanie. Korzystaj¡c z kryterium Leibniza uzasadni¢ zbie»no±¢ szeregów :
∞∑
n=1

(−1)n−1
n ,

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
n ,

∞∑
n=1

(−1)n+1
n−ln n ,

∞∑
n=1

(−1)n
2n .

Zadanie. Czy szereg
∞∑
n=1

(−1)n√
n

jest zbie»ny warunkowo?

kryterium Abela

Je±li
∞∑
n=1

an <∞ oraz (bn) jest ci¡giem monotonicznym i ograniczonym, to

∞∑
n=1

an · bn <∞.



Granice funkcji

De�nicja (s¡siedztwa)

1. S¡siedztwem o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

S(x0, r)
df
= (x0 − r , x0 + r)\{x0}.

2. S¡siedztwem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

S(x−0 , r)
df
= (x0 − r , x0).

3. S¡siedztwem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

S(x+0 , r)
df
= (x0, x0 + r).



De�nicja (granicy wªa±ciwej funkcji w punkcie wg Cauchy'ego)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie
S(x0). Liczba g jest granic¡ funkcji f w punkcie x0, co symbolicznie zapisujemy w
postaci równo±ci lim

x→x0
f (x) = g , wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈S(x0) [(|x − x0| < δ) =⇒ (|f (x)− g | < ε)] .

De�nicja (granicy lewostronnej wªa±ciwej funkcji w punkcie wg
Cauchy'ego)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie
S(x−0 ). Liczba g jest granic¡ lewostronn¡ funkcji f w punkcie x0, co symbolicznie
zapisujemy w postaci równo±ci lim

x→x−
0

f (x) = g , wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈S(x−
0
) [(0 < x0 − x < δ) =⇒ (|f (x)− g | < ε)] .



De�nicja (granicy prawostronnej wªa±ciwej funkcji w punkcie wg
Cauchy'ego)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie
S(x+0 ). Liczba g jest granic¡ prawostronn¡ funkcji f w punkcie x0, co symbolicznie
zapisujemy w postaci równo±ci lim

x→x+
0

f (x) = g , wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈S(x+
0
) [(0 < x − x0 < δ) =⇒ (|f (x)− g | < ε)] .

Zadanie. Korzystaj¡c z de�nicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie uzasadni¢
podane równo±ci:
a) lim

x→2
(5− 3x) = −1; b) lim

x→4
x2 = 16; c) lim

x→0

1
x+2

= 1
2
;

d) lim
x→π

sin x = 0.

Zadanie. Korzystaj¡c z de�nicji Cauchy'ego granicy jednostronnej w punkcie
uzasadni¢ podane równo±ci:
a) lim

x→1+
(3x−1) = 2; b) lim

x→0−
2
1

x = 0.



Dla funkcji, których wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granice
jednostronne w punkcie x0 = 1 lub uzasadni¢, »e one nie istniej¡:

a) , b)



c) , d)

e) , f)



Twierdzenie (warunek konieczny i wystarczaj¡cy istnienia granicy)

Funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ (wªa±ciw¡ lub niewªa±ciw¡) wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim
x→x−

0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x).

Wspólna warto±¢ granic jednostronnych jest wtedy granic¡ funkcji.

Zadanie. Dla funkcji, których wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granic¦
w punkcie x0 = 1 lub uzasadni¢, »e granica ta nie istnieje:

a) , b)



c) , d)

e) , f)



Twierdzenie (o arytmetyce granic funkcji)

Je»eli funkcje f i g maj¡ granice wªa±ciwe w punkcie x0, to
1. lim

x→x0
(f (x) + g(x)) = lim

x→x0
f (x) + lim

x→x0
g(x),

2. lim
x→x0

(f (x)− g(x)) = lim
x→x0

f (x)− lim
x→x0

g(x),

3. lim
x→x0

(f (x) · g(x)) =
(

lim
x→x0

f (x)

)
·
(

lim
x→x0

g(x)

)
,

4. lim
x→x0

f (x)
g(x) =

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

g(x) , o ile g(x) 6= 0,

5. lim
x→x0

(f (x))g(x) =

(
lim
x→x0

f (x)

) lim
x→x0

g(x)

.

Twierdzenie (o granicach niewªa±ciwych funkcji)

1. p +∞ = +∞ dla −∞ < p ¬ +∞ 2. p · (±∞) = ±∞ dla 0 < p ¬ +∞
3. p
±∞ = 0 dla −∞ < p < +∞ 4. p

0+
= +∞ dla 0 < p ¬ +∞

5. p+∞ = 0 dla 0+ ¬ p < 1 6. p+∞ = +∞ dla 1 < p ¬ +∞
7. (+∞)q = 0 dla −∞ ¬ q < 0 8. (+∞)q = +∞ dla 0 < q ¬ +∞



Zadanie. Zbada¢, obliczaj¡c granice jednostronne, czy istniej¡ podane granice:
a) lim

x→0

1
x ; b) lim

x→0
xsgnx ; c) lim

x→0
2

1

x3 ;

d) lim
x→π

2

[3 sin x ]; e) lim
x→2

x2−4
|x−2| ; f) lim

x→1

|x−1|3
x3−x2 ;

g) lim
x→−1

sgn
[
x(1− x2)

]
; h) lim

x→3
[x ]; i) lim

x→1

x+1
x−1 ;

j) lim
x→0

e−
1

x ; k) lim
x→1

sgn(1−x2)
sgn(x3−1) l) lim

x→1

|x−1|
x−1 + x ;

m) lim
x→3

x2+x−12
(x−3)2 .



Zadanie. Korzystaj¡c z twierdze« o arytmetyce granic obliczy¢ podane granice:
a) lim

x→1

x3−1
x5−1 ; b) lim

x→−∞
x√
x2+1

; c) lim
x→+∞

2·5x−2x
3x−4·5x ;

d) lim
x→+∞

(x+1)3

x3+2
; e) lim

x→−1
1+ 5
√
x

1+ 3
√
x
; f) lim

x→5

√
x−1−2
x−5 ;

g) lim
x→1−

x2−1√
1−x ; h) lim

x→4

x2−2x−8
x2−9x+20

; i) lim
x→1

x3−x2+x−1
x3+x2−x−1 ;

j) lim
x→+∞

√
1+x+2√
1+x2

; k) lim
x→106

√
x−103

3
√
x−102 l) lim

x→−∞

4
√
x4+1
x ;

m) lim
x→0

25x−9x
5x−3x ; n) lim

x→64

3
√
x−4√
x−8 ; o) lim

x→π
2

−

tg2 x+1
tg2 x+5

;

p) lim
x→0

√
1+x−

√
1−x

2x ; q) lim
x→0

sin2 x
1−cos x ; r) lim

x→∞
(e2x − ex);

s) lim
x→+∞

x
(√

x2 + 1− x
)
; t) lim

x→−∞

(√
x2 + 1+ x

)
u) lim

x→0

x4+5x3+11x2+16x+12
x3+16x2+52x+48

; w) lim
x→−2

x4+5x3+11x2+16x+12
x3+16x2+52x+48

.



Dla granic funkcji istniej¡ odpowiedniki twierdze« o trzech i dwóch ci¡gach:

Twierdzenie (o trzech funkcjach)

Je»eli funkcje f , g i h speªniaj¡ warunki
1. f (x) ¬ g(x) ¬ h(x) dla ka»dego x ∈ S(x0),
2. lim

x→x0
f (x) = lim

x→x0
h(x) = p,

to lim
x→x0

g(x) = p.

Twierdzenie (o dwóch funkcjach)

Je»eli funkcje f i g speªniaj¡ warunki
1. f (x) ¬ g(x) dla ka»dego x ∈ S(x0),
2. lim

x→x0
f (x) = +∞,

to lim
x→x0

g(x) = +∞.

Prawdziwe jest analogiczne twierdzenie dla granicy niewªa±ciwej −∞.



Poni»ej znajduje si¦ lista podstawowych granic, z których mo»na korzysta¢ przy
liczeniu granic funkcji:

Granice podstawowych wyra»e« nieoznaczonych

lim
x→0

sin x
x = 1 lim

x→0

tg x
x = 1

lim
x→0

arc sin x
x = 1 lim

x→0

arc tg x
x = 1

lim
x→0

ax−1
x = ln a, gdzie a > 0 lim

x→0

ex−1
x = 1

lim
x→0

loga(1+x)
x = 1

ln a , gdzie a ∈ R lim
x→0

ln(1+x)
x = 1

lim
x→±∞

(
1+ a

x

)x
= ea, gdzie a ∈ R lim

x→±∞

(
1+ 1

x

)x
= e

lim
x→0

(1+x)a−1
x = a, gdzie a ∈ R lim

x→0
(1+ x)

1

x = e

Uwaga nr 1 Wzory, w których granice wynosz¡ 1 mo»emy w naturalny sposób
rozszerzy¢ na granice wyra»e« odwrotnych, np. prawd¡ jest, »e lim

x→0

x
sin x = 1.

Uwaga nr 2 Ka»dy z powy»szych wzorów mo»na (i nale»y) uogólni¢.

Przykªadowo, skoro lim
x→0

ex−1
x = 1, to równie» lim

x→0

e�−1
� = 1, gdzie � oznacza

pewn¡ funkcj¦ zmiennej x tak¡, »e lim
x→0

� = 0.

Uwaga nr 3 Prosz¦ zauwa»y¢, »e zdecydowana wi¦kszo±¢ powy»szych wzorów
zachodzi dla x → 0. Je±li x → a, gdzie a 6= 0, to nie mo»emy stosowa¢ tych
wzorów! Mo»emy za to spróbowa¢ dokona¢ zamiany zmiennej tak, aby nowa
zmienna d¡»yªa do 0.



Korzystaj¡c z granic podstawowych wyra»e« nieoznaczonych obliczy¢ podane
granice:
a) lim

x→0

sin 7x
sin 5x ; b) lim

x→0

ex−1
sin 2x ; c) lim

x→0

3x−2x
x ;

d) lim
x→∞

(
3x+5
3x+7

)x+1

; e) lim
x→+∞

(
x2+5
x2−7

)x2
; f) lim

x→+∞

(
1+ 1

x2

)2x−1
;

g) lim
x→0

ln(1−2x3)
x3 ; h) lim

x→0
sin 3x ctg 5x ; i) lim

x→0+

tg 3
√
x√

x
;

j) lim
x→0

ln(1+x)
ex−1 ; k) lim

x→π
2

tg 3x
tg 5x ; l) lim

x→π
sin 2x
sin 7x ;

m) lim
x→∞

ln(1+x)−ln x
sin( 1x )

; n) lim
x→0

arc tg x
tg x ; o) lim

x→0

6
√
1+x5−1

x ;

p) lim
x→2

7
√
3−x−1
sinπx .



Ci¡gªo±¢ funkcji

De�nicja (otoczenia punktu)

1. Otoczeniem o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

O(x0, r)
df
= (x0 − r ; x0 + r)

2. Otoczeniem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

O(x−0 , r)
df
= (x0 − r ; x0]

3. Otoczeniem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

O(x+0 , r)
df
= [x0; x0 + r)



De�nicja (funkcja ci¡gªa w punkcie)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na otoczeniu
O(x0). Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Wskaza¢ punkty, w których funkcje o podanych wykresach nie s¡ ci¡gªe:

a) b)

c) d)



e) f)



De�nicja (funkcja ci¡gªa na przedziale)

Funkcja jest ci¡gªa na przedziale otwartym (a; b), je»eli jest ci¡gªa w ka»dym
punkcie tego przedziaªu. Funkcja jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a; b], je»eli
jest ci¡gªa w ka»dym punkcie przedziaªu otwartego (a; b) oraz prawostronnie
ci¡gªa w punkcie a i lewostronnie ci¡gªa w punkcie b.

De�nicja (nieci¡gªo±¢ funkcji)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na otoczeniu
O(x0). Funkcja f jest nieci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
granica

lim
x→x0

f (x)

albo gdy
lim
x→x0

f (x) 6= f (x0).

Nieci¡gªo±¢ funkcji mo»na rozwa»a¢ jedynie w punktach nale»¡cych do jej
dziedziny!



De�nicja (Rodzaje nieci¡gªo±ci)

1. Funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju, je»eli istniej¡ granice
wªa±ciwe lim

x→x−
0

f (x), lim
x→x+

0

oraz lim
x→x−

0

f (x) 6= f (x0) lub lim
x→x+

0

f (x) 6= f (x0).

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju typu
�skok�, je»eli speªnia warunek lim

x→x−
0

f (x) 6= lim
x→x+

f (x).

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju typu �luka�,
je»eli speªnia warunek lim

x→x−
0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x) 6= f (x0).

2. Funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ drugiego rodzaju, je»eli nie istnieje lub
jest niewªa±ciwa, co najmniej jedna z granic lim

x→x−
0

f (x), lim
x→x+

0

f (x).



Zbada¢ ci¡gªo±¢ podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f (x) =
{

x2 dla x < 1,
3− x dla x ­ 1,

x0 = 1;

b) f (x) =
{

x2 + x − 2 dla x < −2,
x2 + 5x + 6 dla x ­ −2, x0 = −2;

c) f (x) =


x√

1−x−1 dla x < 0,
−2 dla x = 0,
− sin 2x

x dla x > 0,
x0 = 0;

d) f (x) =

{
x2−1
|x−1| dla x 6= 1,
−2 dla x = 1,

x0 = 1;

e) f (x) =


x2 cos 1

x dla x > 0,
0 dla x = 0,

e−
1

x dla x < 0,
x0 = 0.

f) f (x) =

{
|x2−x−6|

x+2
dla x 6= −2,

5 dla x = −2,
x0 = −2.



Dobra¢ parametry a, b ∈ R tak, aby podane funkcje byªy ci¡gªe we wskazanych
punktach:

a) f (x) =
{

sin x
ax dla x < 0,

x + b dla x ­ 0,
x0 = 0;

b) f (x) =
{

x dla |x | ¬ 1,
x2 + ax + b dla |x | > 1,

x1 = −1, x2 = 1;

c) f (x) =
{

sin x dla |x | ­ π
2
,

ax + b dla |x | < π
2
,

x1 = −π
2
, x2 = π

2
;

d) f (x) =

 2 dla x ¬ 0,
ax + b dla 0 < x < 1,

3 dla x ­ 1,
x1 = 0, x2 = 1;

e) f (x) =
{

x2 + ax + b dla |x | < 2,
a
√
x2 − 1 dla |x | ­ 2,

x1 = −2, x2 = 2;

f) f (x) =
{

a sin x + b cos x dla |x | > π
4
,

1+ tg x dla |x | ¬ π
4
,

x1 = −π
4
, x2 = π

4
;

g) f (x) =

 (x − 1)3 dla x ¬ 0,
ax + b dla 0 < x < 1,√

x dla x ­ 1,
x1 = 0, x2 = 1;

h) f (x) =
{

x dla |x | ¬ 1,
x2 + ax + b dla |x | > 1,

x1 = −1, x2 = 1.



Okre±li¢ rodzaje nieci¡gªo±ci podanych funkcji w punkcie x0 = 0:

a) f (x) =


sin x
x dla x < 0,
0 dla x = 0,

ex−1
x dla x > 0;

b) f (x) =

 1− cos 1
x dla x < 0,

0 dla x = 0,√
x sin 1

x dla x > 0;

c) f (x) =

{
1

1+e
1

x
dla x 6= 0,

0 dla x = 0;



Okre±li¢ rodzaje nieci¡gªo±ci podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f (x) =

{
x2−1√
x−1 dla x ∈ (0; 1) ∪ (1; +∞),

3 dla x = 1,
x0 = 1;

b) f (x) =

{
e
1

x +2

e
1

x +1
dla x 6= 0,

e dla x = 0,
x0 = 0;

c) f (x) =
{ |x|+x

x2 dla x 6= 0,
0 dla x = 0,

x0 = 0;

d) f (x) = sgn[x(x − 1)], x0 = 1;

e) f (x) =
{

x arc tg 1
x dla x 6= 0,

π
2

dla x = 0,
x0 = 0.



Oto lista twierdze«, które zapewne poznacie na wykªadzie. Czasami pomagaj¡ one
szybko rozstrzygn¡¢ ci¡gªo±¢ danej funkcji:

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w punkcie x0, to funkcja f ± g , f · g , f
g (g(x0) 6= 0)

jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji zªo»onej)

Je»eli
1. funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0,
2. funkcja g jest ci¡gªa w punkcie y0 = f (x0),
to funkcja zªo»ona g ◦ f jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji odwrotnej)

Niech I i J b¦d¡ dowolnymi przedziaªami. Je»eli funkcja f : I
na−→ J jest ±ci±le

monotoniczna i ci¡gªa, to funkcja odwrotna f −1 : J
na−→ I tak»e jest ci¡gªa.



Oto lista twierdze«, które zapewne poznacie na wykªadzie. Czasami pomagaj¡ one
szybko rozstrzygn¡¢ ci¡gªo±¢ danej funkcji:

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w punkcie x0, to funkcja f ± g , f · g , f
g (g(x0) 6= 0)

jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji zªo»onej)

Je»eli
1. funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0,
2. funkcja g jest ci¡gªa w punkcie y0 = f (x0),
to funkcja zªo»ona g ◦ f jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji odwrotnej)

Niech I i J b¦d¡ dowolnymi przedziaªami. Je»eli funkcja f : I
na−→ J jest ±ci±le

monotoniczna i ci¡gªa, to funkcja odwrotna f −1 : J
na−→ I tak»e jest ci¡gªa.



Oto lista twierdze«, które zapewne poznacie na wykªadzie. Czasami pomagaj¡ one
szybko rozstrzygn¡¢ ci¡gªo±¢ danej funkcji:

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w punkcie x0, to funkcja f ± g , f · g , f
g (g(x0) 6= 0)

jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji zªo»onej)

Je»eli
1. funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0,
2. funkcja g jest ci¡gªa w punkcie y0 = f (x0),
to funkcja zªo»ona g ◦ f jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji odwrotnej)

Niech I i J b¦d¡ dowolnymi przedziaªami. Je»eli funkcja f : I
na−→ J jest ±ci±le

monotoniczna i ci¡gªa, to funkcja odwrotna f −1 : J
na−→ I tak»e jest ci¡gªa.



Oto lista twierdze«, które zapewne poznacie na wykªadzie. Czasami pomagaj¡ one
szybko rozstrzygn¡¢ ci¡gªo±¢ danej funkcji:

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w punkcie x0, to funkcja f ± g , f · g , f
g (g(x0) 6= 0)

jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji zªo»onej)

Je»eli
1. funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0,
2. funkcja g jest ci¡gªa w punkcie y0 = f (x0),
to funkcja zªo»ona g ◦ f jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji odwrotnej)

Niech I i J b¦d¡ dowolnymi przedziaªami. Je»eli funkcja f : I
na−→ J jest ±ci±le

monotoniczna i ci¡gªa, to funkcja odwrotna f −1 : J
na−→ I tak»e jest ci¡gªa.



Trzy wa»ne twierdzenia dotycz¡ce funkcji ci¡gªych

Twierdzenie (Bolzano-Cauchy'ego)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a; b] oraz speªnia warunek
f (a)f (b) < 0, to istnieje punkt c ∈ (a; b) taki, »e f (c) = 0.

Uzasadni¢, »e podane równania maj¡ jednoznaczne rozwi¡zania we wskazanych
przedziaªach:
a) 4x = x2, (−1; 0); b) ex = 1

x ,
(
1
2
; 1
)
;

c) ctg x = x ,
(
π
6
; π
3

)
; d) x3 + 6x − 2 = 0, (0; 1);

e) x sin x = 7,
(
2π; 5π

2

)
; f) 3x + 5x = 9, (1; 2);

g) x2 + ln x = 0,
(
1
e ; 1
)
; h) 1 = sin x

2
+ x ,

(
0; π

2

)
;

i) 3x + x = 3, (0; 1); j) ln x + 2x = 1,
(
1
2
; 1
)
;

k) x100 + x − 1 = 0,
(
1
2
; 1
)
; l) x2x = 1, (0; 1).



Twierdzenie (Darboux o warto±ci po±redniej)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a; b] oraz
1. f (a) < f (b),
2. p ∈ (f (a); f (b)),
to istnieje taki punkt c ∈ (a; b) dla którego f (c) = p.

Uzasadni¢, »e:
a) funkcja f (x) = esin x przyjmuje w przedziale

[
0; π

2

]
warto±¢ 2;

b) funkcja f (x) = sin(πx) + cos(πx)− 1 przyjmuje w przedziale
[
1
2
; 1
]
warto±¢ -1.



Twierdzenie (Weierstrassa o ograniczono±ci i osi¡ganiu kresów)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [a; b], to
1. jest ograniczona, tzn. istniej¡ staªe m i M takie, »e

m ¬ f (x) ¬ M dla wszystkich x ∈ [a; b];

2. osi¡ga swoje kresy, tzn. istniej¡ punkty c , d ∈ [a, b] takie, »e

f (c) = inf
x∈[a;b]

f (x) oraz f (d) = sup
x∈[a;b]

f (x).

Uzasadni¢, »e:

w±ród prostok¡tów wpisanych w koªo o promieniu R jest ten, który ma
najwi¦ksze pole;

w±ród walców wpisanych w sto»ek o promieniu podstawy R i wysoko±ci H
istnieje ten który ma najwi¦ksz¡ obj¦to±¢;
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Ci¡gªo±¢ kontra ci¡gªo±¢ jednostajna

De�nicja (ci¡gªo±ci Cauchy'ego ε− δ)
Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈O(x0) [(|x − x0| < δ) =⇒ (|f (x)− f (x0)| < ε)] .

Inaczej mówi¡c: funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0, gdy maªe zmiany argumentu x
wzgl¦dem tego punktu powoduj¡ maªe zmiany warto±ci funkcji f (x) wzgl¦dem
f (x0).

Korzystaj¡c z powy»szej de�nicji, uzasadni¢ ci¡gªo±¢ podanych funkcji we
wskazanych punktach:
a) f (x) = 2x − 3, x0 = 1; b) f (x) = x2 + 1, x0 = 2;
c) f (x) = 3

√
x , x0 = 0; d) f (x) = sin x , x0 = π.



Rozwi¡zanie przykªadowych zada« egzaminacyjnych

odno±nie granic i szeregów

W kolejnych slajdach przedstawi¦ rozwi¡zania przykªadowych zada«
egzaminacyjnych z granic i szeregów, które otrzymali±cie ode mnie, przez Agat¦
Dotk¦ (zadania pod szkicem wykªadu z szeregów, strony 11-12 (tak wªa±nie
wygl¡daj¡ zadania egzaminacyjne u Gra»yny Ciecierskiej)). Czasami podaj¦ ró»ne
sposoby rozwi¡zania przykªadów. Chc¦ w ten sposób pokaza¢ Wam, »e nieraz
istniej¡ fajne metody/sztuczki, dzi¦ki którym pewne rzeczy policzycie bardzo
ªatwo. Do dzieªa !

CZ��� PIERWSZA - GRANICE

1) Tak.
Sposób lajtowy. W ka»dym przykªadzie tego typu wystarczy wybra¢ wi¦ksz¡
z liczb, które pojawiaj¡ si¦ pod pierwiastkiem. Do wyboru mamy 3 i π, wi¦c
rozwi¡zanie to π.
Sposób formalny. Z twierdzenia o trzech ci¡gach mamy, »e

π = n
√
πn ¬ n

√
3n + πn ¬ n

√
πn + πn =

n
√
2πn =

n
√
2 · π → π.

Zatem lim
n→∞

n
√
3n + πn = π.

19) Tak. Patrz uzasadnienie powy»ej.



2) Nie.
Sposób lajtowy. Policzmy kilka wyrazów tego ci¡gu :
a1 = 0, a2 = 2, a3 = 0, a4 = 2, ... Wyrazy ci¡gu skacz¡ (wracaj¡ w to samo
miejsce): na zmian¦ s¡ na wysoko±ci 0 i 2. Taki ci¡g nie ma granicy.
Sposób formalny. Z twierdzenia o podci¡gach mamy :

a2k = 1+ (−1)2k = 1+ 1 = 2, a2k+1 = 1+ (−1)2k+1 = 0.

Granice podci¡gów s¡ ró»ne, zatem nasz ci¡g nie ma granicy.

16) Tak.
Sposób lajtowy. Jak powy»ej :
a1 = −2, a2 = 0, a3 = −6, a4 = 0, a5 = −10, a6 = 0, .... Ci¡g co jaki±
czas wraca do warto±ci 0, wi¦c nie ma granicy.
Sposób formalny. Z twierdzenia o podci¡gach mamy :

a2k = 2k · ((−1)2k − 1) = 2k · 0 = 0,

a2k+1 = (2k + 1) · ((−1)2k+1 − 1) = (2k + 1) · (−2) = −4k − 2.

Granice podci¡gów s¡ ró»ne (−4k − 2 6= 0), zatem nasz ci¡g nie ma granicy.



18) Nie.
Sposób lajtowy. Liczymy kilka pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu :
a1 = −2, a2 = 4, a3 = −8, a4 = 16, ... Co ten ci¡g robi? Skacze. I to jak!
Raz jest na plusie, raz na minusie, coraz bardziej oddalaj¡c si¦ od osi OX.
Ten ci¡g sam nie wie, do czego zmierza (czy w ko«cu do +∞, czy do −∞).
O takich niezdecydowanych ci¡gach mo»emy co najwy»ej powiedzie¢, »e s¡
rozbie»ne = nie maj¡ granicy (nawet niewªa±ciwej).
Sposób formalny. Mo»na ró»nie:

z podci¡gów - a2k = (−2)2k = 4k ,
a2k+1 = (−2)2k+1 = (−2)2k · (−2)1 = −4k - wida¢, »e to s¡ liczby ró»nych
znaków
z de�nicji Cauchy'ego granicy niewªa±ciwej +∞:

De�nicja

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy niewªa±ciwej +∞, co zapisujemy lim
n→∞

an = +∞, wtedy

i tylko wtedy, gdy

∀ε > 0 ∃nε ∈ N
∣∣∣ ∀n > nε an > ε.

Powy»sz¡ de�nicj¦ rozumiemy nast¦puj¡co : dostatecznie dalekie wyrazy tego
ci¡gu s¡ wi¦ksze od dowolnie du»ej liczby (ε). Jak we¹miemy dowolnie du»¡
liczb¦ ε, to oczywi±cie znajdziemy w ko«cu wyraz ci¡gu > ε, ale ju» nast¦pny
b¦dzie ujemny, co zaprzeczy tej de�nicji.



20) Nie.
Sposób lajtowy. lim

n→∞
cos(nπ) = cos(∞), a granica funkcji cosinus w

niesko«czono±ci nie istnieje, a co±, czego granica nie istnieje +3 (·5, : (−2),
...) nadal nie posiada granicy.
Uwaga!

lim
n→∞

(co±, co d¡»y do 0) · cos(∞) = 0.

Na przykªad : lim
n→∞

( 1n · cos(nπ) = 0.

Sposób formalny. Z podci¡gów: a2k = cos(2kπ) + 3 = cos 0+ 3 = 4,
a2k+1 = cos(2kπ+ π) + 3 = cosπ+ 3 = 2. Granice podci¡gów s¡ ró»ne, wi¦c
szukana granica nie istnieje.



3) Granica lim
n→∞

(
2n+1
2n+3

)1−2n
jest nieoznaczono±ci¡ typu 1∞. Zanosi si¦ wtedy

na jej liczenie ze wzoru na liczb¦ e :

lim
n→∞

(
1+

1
�

)�

= e, gdzie lim
n→∞

� = ±∞.

�eby przykªad przyj¡ª posta¢ powy»szej granicy, nale»y:
stworzy¢ w nawiasie "du»¡" jedynk¦ 1, a nast¦pnie zapisa¢ znak jako plus +
podzieli¢ licznik i mianownik powstaªego uªamka przez to, co jest w liczniku -
dzi¦ki temu dostaniemy 1 w liczniku
zapisa¢ w pot¦dze nawiasu takie samo wyra»enie, jakie powstaªo w
mianowniku �, podnie±¢ wszystko do pot¦gi odwrotnej i do pot¦gi, która byªa
od pocz¡tku w przykªadzie; dalej ju» b¦dzie ªatwo

lim
n→∞

(
2n + 1
2n + 3

)1−2n

= lim
n→∞

(
2n + 3
2n + 3

− 2
2n + 3

)1−2n

=

= lim
n→∞

(
1+

−2
2n + 3

)1−2n

= lim
n→∞

(
1+

1
2n+3
−2

)1−2n

=

= lim
n→∞

(1+ 1
2n+3
−2

) 2n+3
−2

−2
2n+3 ·(1−2n)

= e
lim

n→∞

−2·(1−2n)
2n+3

= e2.



21) Prosz¦ zrobi¢ ten przykªad analogicznie do 3). Powinno wyj±¢ e−8.

4) Tak.
Sposób lajtowy: Granica, z któr¡ mamy si¦ zmierzy¢, to granica (przy
zmiennej d¡»¡cej do niesko«czono±ci) ilorazu wielomianów, które s¡ równego
(trzeciego) stopnia. Odpowiedzi¡ b¦dzie iloraz wspóªczynników przy
najwy»szych pot¦gach licznika i mianownika, czyli −4

2
= −2.

Sposób formalny: Nale»y wyª¡czy¢ najwy»sz¡ pot¦g¦ przed nawias zarówno
w liczniku jak i mianowniku (wyª¡czy¢ lub podzieli¢, jak kto woli):

lim
n→∞

17− 4n3 + 5n − 2n2

4n2 + 2n3 + 3n + 5
= lim

n→∞

n3( 17n3 − 4+ 5
n2 −

2
n )

n3( 4n + 2+ 3
n2 + 5

n3 )
=
−4
2
,

poniewa» n3 si¦ skróc¡, za± wyra»enia w nawiasach typu liczba

nco± dodatniego d¡»¡ do
0.

5) Sposób lajtowy. Zasªo« w przykªadzie wszystkie liczby, które s¡ w pot¦dze n
i s¡ mniejsze ni» najwi¦ksza z podstaw (czyli pi¡tka). Mamy wtedy

lim
n→∞

3n − 5n+1

4n+1 + 5n+2
= lim

n→∞

−5n+1

5n+2
= lim

n→∞

−5n · 5
5n · 52

= −1
5
.



5) Sposób formalny. Dzielimy licznik i mianownik przez najwi¦ksz¡ liczb¦,
któr¡ widzimy w podstawach podniesion¡ do pot¦gi n. Mamy wtedy

lim
n→∞

3n − 5n+1

4n+1 + 5n+2
= lim

n→∞

( 3
5
)n − 5

( 4
5
)n · 4+ 52

= −1
5
,

poniewa» wyra»enia typu (liczba z przedziaªu(0, 1))n zbiegaj¡ do 0.

6) Tak. Zauwa»my po pierwsze, »e co± zrobi¢ trzeba, poniewa» jest to wyra»enie
nieznaczone typu (∞−∞). W tym celu mno»ymy licznik i mianownik przez
sprz¦»enie wyra»enia, którego mamy liczy¢ granic¦ (tak jakby usuwamy
niewymierno±¢ z licznika):

lim
n→∞

(
√

n2 + 4n + 1−
√
n2 + 2n) =

= lim
n→∞

(
√
n2 + 4n + 1−

√
n2 + 2n) · (

√
n2 + 4n + 1+

√
n2 + 2n)√

n2 + 4n + 1+
√
n2 + 2n

=

= lim
n→∞

n2 + 4n + 1− (n2 + 2n)√
n2 + 4n + 1+

√
n2 + 2n

= lim
n→∞

n(2+ 1
n )

n(
√
1+ 4

n + 1
n2 +

√
1+ 2

n )
=

=
2√

1+
√
1
= 1.



22) Nie.
Korzystamy z jednej z granic podstawowych wyra»e« nieoznaczonych,
konkretnie lim

x→0

sin x
x = 1, a w zasadzie z prostej konsekwencji z tego wzorku,

mianowicie

lim
x→0

sin�
�

= 1, o ile lim
x→0

� = 0.

W naszym przypadku w liczniku mamy sin(8x), wi¦c bardzo by±my byli
szcz¦±liwi, gdyby w mianowniku pojawiªo si¦ wyra»enie 8x . Realizujemy nasze
marzenia dopisuj¡c 8x zarówno w mianowniku jak i w liczniku, o tak :

lim
x→0

sin(8x)
7x

= lim
x→0

8x · sin(8x)
8x · 7x

= lim
x→0

8x
7x

=
8
7
.

23) W tym przykªadzie mamy do czynienia z nieoznaczono±ci¡ typu ( 0
0
). Na

pocz¡tku post¦pujemy podobnie jak w przykªadzie 6):

lim
x→−2

x + 2√
2x2 + 8+ 2x

= lim
x→−2

(x + 2) · (
√
2x2 + 8− 2x)

(
√
2x2 + 8+ 2x) · (

√
2x2 + 8− 2x)

=

= lim
x→−2

(x + 2) · (
√
2x2 + 8− 2x)

2x2 + 8− 4x2
= lim

x→−2

(x + 2) · (
√
2x2 + 8− 2x)

2(2− x)(2+ x)
=

= lim
x→−2

√
2x2 + 8− 2x
2(2− x)

=
8
8
= 1.


