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dla os6b wyré6zniajacych sie zaangazowaniem w przedmiot przewiduje
podwyzszenie pozytywnej oceny koncowej
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kolejnych liczb naturalnych nazywa sie wyrazami ciggu i oznacza a;, ap, as,....
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Niech N = {1,2,3,...} - zbiér liczb naturalnych.

Ciag (nieskonczony) to funkcja odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbiér
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N — R. Wartosci takiej funkgji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa sie wyrazami ciggu i oznacza a;, ap, as,....

Ciagi mozemy okreslac :
@ przy pomocy wzoréw ogélnych, np. a, = 352 d, =/n+7
@ rekurencyjnie:

1, dla n=1

282,43, dla n>1

e cigg Fibbonaciego :

° a, =

1 1 2 3 5 8 13 21
Jak go opisa¢ rekurencyjnie?

@ opisowo: (c,) oznacza n-t3 cyfre po przecinku rozwiniecia dziesietnego

Iiczby\/g.



Monotonicznos¢ ciagu

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli ¥n e N: a, < apyy
@ niemalejacym, jesli ¥n € N: a, < api1
© malejacym, jesli ¥Yn e N: a, > api1

Q nierosngcym, jesli ¥\n € N: a, > a,11

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.



Monotoniczno$c ciagu

Definicja

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli ¥n e N : a, < apy1
@ niemalejacym, jesli Yn e N : a, < api1
© malejacym, jesli Yn e N: a, > apiq
Q nierosngcym, jesli ¥\n € N: a, > a,11

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotonicznos¢ ciagu?



Monotonicznos¢ ciagu

Definicja

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli Y¥n e N: a, < ap11
@ niemalejacym, jesli ¥n e N: a, < api1
© malejacym, jesli ¥Yn e N: a, > apyq

Q nierosnacym, jesli ¥n € N: a, > ap11

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotonicznos¢ ciagu? ((bn)-ciag o wyrazach dodatnich!)
bn+1 .
Gn41 — dn b Ciag
n
>0 >1 rosnacy
<0 <1 malejacy
>0 > 1 | niemalejacy
<0 <1 nierosnacy




Monotonicznosé ciagu

Definicja
Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli Yn e N: a, < api1

@ niemalejacym, jesli Yn e N: a, < api1

© malejacym, jesli ¥Yn e N: a, > apyq

Q nierosnacym, jesli ¥n € N: a, > a,11

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotoniczno$é ciagu?

b .
An41 — an Z—“ Ciag
n
>0 > 1 rosnacy
<0 <1 malejacy
>0 > 1 | niemalejacy
<0 <1 nierosnacy

((bn)-ciag o wyrazach dodatnich!)

Zadanie 1. Zbada¢ monotonicznos¢
ponizszych ciggoéw :

a) kn=n*+3n+2,b) b, =32
C) anzﬁvd) an:,%a

e) ch = %’f) an = ,,2,1_:_17

g) a,=Vn? +4n—n, h) d, =sin X,
i) Cn:%vj) bn:%a

k) f, =n1% —n®0 4+ 1 1) b, =2-3"



Ciagi ograniczone

Ciag (an) nazywamy ograniczonym, jesli

A, M eRVneN:m<a, <M.

Ciag, dla ktérego spetniona jest nierébwnos$¢ a, > m nazywamy ograniczonym z
dotu, zas taki, dla ktérego zachodzi a, < M - ograniczonym z géry (ciag
ograniczony z géry i ograniczony z dotu jest ograniczony).
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Ciag (an) nazywamy ograniczonym, jesli

In,MeRVneN:m<a, <M.

Ciag, dla ktérego spetniona jest nieréwnos¢ a, > m nazywamy ograniczonym z
dotu, za$ taki, dla ktérego zachodzi a, < M - ograniczonym z gory (ciag
ograniczony z gbry i ograniczony z dotu jest ograniczony).

Zadanie 2.

Stwierdzi¢, czy podane ponizej ciagi sa ograniczone z dotu, z géry, sa ograniczone:
a) a, = 2%q, b) by=4—-3cosn, c) ¢, =2"d) d, = 10n— n?,

&) en=3"1)fr=28) g =355 h hh=vni6—vnt2



Granica ciggu liczbowego

Ciag (a,) jest zbiezny do granicy wiasciwej g € R, co zapisujemy lim a, = g,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve>03n. €N | Vn>n. |a, — g| <e.
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Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : dla dowolnie matej dodatniej liczby ¢
mozna wskaza¢ taka liczbe n., odpowiednio dobrana do ¢, ze wszystkie wyrazy
ciggu (a,) o numerach wiekszych niz n. beda rézni¢ sie od liczby g (=granicy
ciagu) o mniej niz €.

Zadanie 3. Na podstawie powyzszej definicji pokazaé, ze :

o granica ciagow: a, = X, b, = w, Ch = L;l)n jest liczba 0
e granica ciagu a, = 535 jest liczba 0

@ granica ciagu a, = nn++111 jest liczba 1

o granica ciagu a, = $-27 jest liczba —3

@ granica ciagu a, = 322175:_24 jest liczba %

granica ciagu a, = (—1)" nie istnieje
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wtedy i tylko wtedy, gdy
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Tabelka odczytywania warto$ci pewnych wyrazen:

atoco=00, —00<ax o

a-oco=00,0<a<< o

2 =0, —0<a<o o =00, 0<a< @
or = —00, —oo<a<0 o= = —00, 0<a<
o =00, —x<a<0

a® =0,0"<ax<1 a® =o00,1<a< o0
o00? =0, —c0c<a<0

o0? =00, 0 < b< 0




Tabelka odczytywania warto$ci pewnych wyrazen:

atoco=00, —00<ax o

a-oco=00,0<a<< o

2 =00, 0<a<

Symbole nieoznaczone: =,
o0

2 =0, —0<a<o or
or = —00, —oo<a<0 o= = —00, 0<a<

o =00, —x<a<0
a® =0,0"<ax<1 a® =o00,1<a< o0
o00? =0, —c0c<a<0 o0? =00, 0 < b< 0
29 0o—o00, 0-00, 1%  0°

0
0’

oo

0



Granice niektorych ciagow:

a) lim £ =0, b) lim &£ =0, a>0 ¢) lim n® = 4occ, a >0
ﬂT*OC e 'ﬂT*OC s ﬂ‘_*mn _

d) lim 2" =0, |z] <1 e) r11151(;1951”.“_-C)o;:1:>'1 f) Jim {a=1a>0

g) lim ¢/n=1 h) lim % =0a>0,a>1 i) lim ©&%—0,n>1

7) ?}ir&%:oc k) nlinoloa.”:oc, a>1 l) n]iugloa":O, la| < 1

m) lim (1 +im=e n) lim (1— el o) im(1+3)"=e*

P) Jim (1+ %)a" =e oile (ay) to clag o wyrazach dodatnich zbiezny do granicy

niewlasciwej (o).



Arytmetyka granic

Dla ciagéw (a,), (b,) zbieznych lub rozbieznych do oo lub —oo mamy :

a) lim(a,£b,) = lim a,+ lim by;

n—oo n—oo n—oo
b) lim (a, - b,) = lim a,- lim b,;

n—oo n—oo n—oo

lim a,
L o _
c) nleooan = im 5 jesli nll—>moo b, # 0;
P

d) lim (ay)P = ( lim an) , peZ\{0};

n— oo n—oo

f)  lim Ya, = ¢/ lim ap, ke N\ {1}



Zadanie 4. Obliczy¢ granice ponizszych ciagdw:
2. — (n+7)** b, — _n*+3n=2 C. — 244464 -42n
n— (2n—4)7> YN 7 14243+-+n> N 7 (8—3n)(5+7n) "’
d. = lim 51=3)@=7n) , _ 5+10+15+- 450 f . VAP —nil
n oo 364944307 TN T n+1 n—  9-2n

2
_ Vnt3+2y/n h — (3nt7 4 3n—4 P = V4n24+3n+7
8n = 3 Janti45/0nt1’ — \ 8n+4 6n+5 /) ° N 3—5n

. 8n5+1 374" _ 5.4n72+3.2n+1
Jn - Y I‘IG kn - \/ n + \/ n— 57 /n - 5n+4n7 mn - 244n+176_2n b

5
o, — (2r+2:3"—1 B S +2n— oo 144943434 47"
n 4n 3042 I n 1+ + EEE » 'n 3.7"—2 )

3”_

»=(vV9n2 +7n—1—+/9n2 +16n), t, = ("2;{6) , Uy = (—2”:2121) ,

3n%—
_ 21 n n
Vo = | T .



Zadanie 5. Niech «, (n > 3) oznacza miare kata wewnetrznego n-kata
foremnego. Obliczy¢ granice lim a,.
n—oo

Twierdzenie (o trzech ciagach)
Niech dane beda ciagi (an), (bn), (¢n). Jesli

ap,<b,<c, Vn>N

oraz
lim a, = lim ¢, =g,
n—oo n—oo

to lim b,=g.

n— oo
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n—oo n—oo

to lim b,=g.

n— oo




Zadanie 5. Niech «, (n > 3) oznacza miare kata wewnetrznego n-kata
foremnego. Obliczy¢ granice lim «,.
n—oo

Twierdzenie (o trzech ciggach)
Niech dane beda ciagi (a,), (bn), (¢n)- Jesli

a,<b,<c, Vn>N

oraz
lim a, = lim ¢, =g,
n—oo n—oo

to lim b, =g.

n—oo

v

Zadanie 6. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach znalez¢ granice ponizszych
ciagow:

—_— 5cosn sin> n+ 2n
I‘): n3n n 7”7 bn:77 n: T . 4
2 T n? 42 < 5n—1

d \”/1+2+ + LIRS S —
— — — —, €y = [ —
V203 n—=1""" V2+1  VnP+2 VnZ+n




Twierdzenie (o dwdch ciagach)
Niech dane beda ciagi (an), (bn). Jesli

<b, Yn>N
oraz

lim a, = oo,

n—oo

to lim b, = oco.
n—oo

Prawdziwe jest réwniez analogiczne twierdzenie dla ciggdw zbieznych do granicy
niewtfasciwej (—o0).
Zadanie 7. Na mocy powyzszego twierdzenia uzasadni¢, ze:

e lim[4n+(-1)"-nl =00
n—oo
H 1—n? _
° nll)rrgo n—sinn X
° Jim (Frt+ st t )=
o lim 122 —

n—oo [Vn2+1]



Podciagiem nazywamy ciag pozostaty po skresleniu pewnej (by¢ moze
nieskoriczonej) liczby wyrazoéw ciagu wyjsciowego.

Twierdzenie

Kazdy podciag ciagu zbieznego (do granicy wtasciwej lub niewtasciwej) jest
zbiezny do tej samej granicy.

Powyzsze twierdzenie daje wygodna metode dowodzenia, ze dany ciag nie ma
granicy.Wystarczy w tym celu wybra¢ z niego dwa podciagi zbiezne do r6znych
granic.

Zadanie 8. Pokaza¢, wskazujac odpowiednie podciagi, ze ciagi

a, = (—1)", b, = cosnm, c, = [n+ (—1)"n?] nie maja granic.



Twierdzenie (o ciggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:




Twierdzenie (o ciggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:

- ciag niemalejacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z gory jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem gornym zbioru jego wartosci,

- ciag nierosnacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z dotu jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem dolnym zbioru jego wartosci.




Twierdzenie (o ciggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:

- ciag niemalejacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z gory jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem gornym zbioru jego wartosci,

- ciag nierosnacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z dotu jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem dolnym zbioru jego wartosci.




Twierdzenie (o ciggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:

- ciag niemalejacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z gory jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem gornym zbioru jego wartosci,

- ciag nierosnacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z dotu jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem dolnym zbioru jego wartosci.

Zadanie 9. Korzystajac z twierdzenia o ciggu monotonicznym i ograniczonym
wykazac zbieznos¢ ponizszych ciggdw:

_ 3 _ 1 1 1 _
an = i b"71+n+1+n+2+"'n+n7 ¢ = 107>

_ (n? __1 1 1
I =Gm 0=z tapt s

3




Szeregi liczbowe

Definicja

o0
Szereg liczbowy >, a, definiujemy nastepujaco :

n=1

E apn=ar+a+a+---= lim S,
1 n—oo
=

gdzie S, = a1 + -+ + a,.

Méwimy, ze szereg Z a, jest zbiezny, jesli istnieje granica wtasciwa ciagu jego

n=
sum czesciowych (S, ) Jesli ||m Sp = £00, to méwimy, ze szereg jest rozbiezny.

Zadame Obllczyc sumy czqscnowe i nastqpme zbada¢ zbieznos¢ szeregow

SEOXEN XON XD L gede X0+

n=1 n=1



Warunek konieczny zbieznosci szeregu

o0
Jesli szereg > a, jest zbiezny to lim a, = 0.
n=1 =2

Oczywisty, bardzo wazny w praktyce, wniosek jest nastepujacy: Jesli lim a, # 0,
n—oo

o0
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1
Uwagal! Jesli lim a, =0, to nie wiemy (bez odpowiednich badan), czy szereg
n—oo
jest zbiezny, czy rozbiezny.
Zadanie. Na mocy warunku koniecznego wyciaggnaé wnioski odnos$nie rozbieznosci

(o ile sie da) nastepujacych szeregéw :
o0

= 1 1 S R
21 7 2 cos(sin 7), = Zln—z,
n= n=

n=1 n=1

118

1+

n=1



Gtéwne zadanie dotyczace szeregéw liczbowych, to badanie ich zbieznosci. Czesto
nie potrzebujemy (lub nie jest tatwo) dowiedziec sie ile dokfadnie wynosi suma
szeregu, zazwyczaj interesuje nas jedynie czy jest ona skoficzona (liczba), czy tez
ucieka do +0o. W tym celu korzystamy z tak zwanych kryteriéw (ro)zbieznosci
szeregéw. Najpierw jednak przytoczymy szeregi, do ktérych bedziemy sie czesto
odnosic.

Dwa wazne szeregi:

o0
@ Szereg harmoniczny rzedu o : > n% Szereg ten jest zbiezny dla a > 1, w
n=1
przeciwnym wypadku jest rozbiezny.

[ee]
o Szereg geometryczny > g" jest zbiezny dla |g| < 1. Wtedy suma takiego
n=1
szeregu wynosi

(1=g"
S$= lim S, = lim a-(1-9¢")  a
n—oo n—oo ]_—q 1—q

W przeciwnym wypadku (|g| > 1) jest to szereg rozbiezny.



Kryterium poréwnawcze

oo
Niech 0 < a, < b, dla kazdego n > ng, ng € N. Jesli zbiezny jest szereg > b, to

oo oo oo n:1
zbiezny jest szereg > a,. Jesli > a, =o00,t0 Y b, = 0

n=1 n=1 n=1

Zadanie. Na podstawie kryterium poréwnawczego zbada¢ zbieznos¢ szeregéw:
= 1 o -1 o YmEn N yg2( 1
e
Z 2741 Z:l B2 Z sin 2"7 231 n+2 thg (W)’
n=1 n= n= n=

00
Z 3n245n—1 Z n+2Yn
8n*—5n2+2" = 3ny/n-2"




Kryterium d’'Alamberta

Niech a, > 0 dla n € N i istnieje granica g := lim 222 € [0,1) U (1, 00].
n—oo o
Woéwczas, jesli g € [0,1), to szereg > a, jest zbiezny. Jesli g € (0, ], to szereg
n=1
> a, jest rozbiezny.

n=1

Zadanie. Korzystajqc z kryterium d’'Alemberta zbada¢ zbieznos$¢ szeregéw:

. 3201 X (n)? = 2'(n)? 2 g
Z 20 Z 23n—1) Z (2n) Z n2n—1 eno
n=1 n=1 n=1 n=1

X 2014 n 3
Z n?%1%.2015" Z V1n3+3n

T 20147
n=1



Kryterium Cauchy’'ego
Niech a, > 0 dla n € N i istnieje granica g := lim /a, € [0,1) U (1, cc].
n—oo

o0
Woéwczas, jesli g € [0,1), to szereg ) a, jest zbiezny. Jesli g € (0, 0], to szereg

n=1

oo
> a, jest rozbiezny.
n=1

Zadanie. Korzystajac z kryterium Cauchy'ego zbada¢ zbieznos¢ szeregéw:
- n n - 22" = (m)ﬁ S n
Z(\/4n2+3) ) 2:1 n3.3m 2. i 215

n=

n=1 n= n=1




o0
Szereg > a, nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli zbiezny jest szereg
n=0

Z |an|. O szeregu E a, powiemy, zZe jest warunkowo zbiezny, jesli jest zbiezny,

ale nie jest zbiezny bezwzgl@dn/e

Twierdzenie (o zbieznosci szeregdw zbieznych bezwzglednie)

o0
Szereg > a, zbiezny bezwzglednie jest zbiezny.
n=0

Zadanie. Zbada¢ zbieznos¢ bezwzglqdnq szeregéw:

0o . 00
snn S (1)L Z ( N " Na mocy twierdzenia o zbieznosci
n=1 n=1

szeregdw zbieznych bezwnganle wyciagna¢ stosowne wnioski.



kryterium Leibniza

Jesli ciag (an), a, > O jest ciagiem nierosngcym oraz lim a, =0, to
n—oo
oo

S (—1)"a, < co.

n=1

Zadanie. Korzystajac z kryterium Leibniza uzasadni¢ zbiezno$¢ szeregéw :

X y\n—1 o0 n+1 O y\n
PO ;(—1)"“%7 s Z_:l‘;n)-

kryterium Abela

o0
Jesli > a, < oo oraz (b,) jest ciagiem monotonicznym i ograniczonym, to
n=1

oo
> an- by, < c0.

n=1




Granice funkgji

Definicja (sasiedztwa)

1. Sasiedztwem o promieniu r > 0 punktu xp € R nazywamy zbior

1%

S(x0,r) = (x0 — r,xo + r)\{x}.

2. Sasiedztwem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu xo € R nazywamy zbiér
o\ df
S(xg 1) = (X0 — r,%0)-

3. Sasiedztwem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu xg € R nazywamy zbior

S r) L (x0, %0 + 7).




Definicja (granicy witasciwej funkcji w punkcie wg Cauchy’ego)

Niech xo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S(x0)- Liczba g jest granica funkcji f w punkcie xo, co symbolicznie zapisujemy w
postaci rownosci lim f(x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

X—Xo

Ve>035>0Yxes0) [(IX =0 < 8) = (If(x) —g| <)l

Definicja (granicy lewostronnej wtasciwej funkcji w punkcie wg

Cauchy’ego)

Niech xo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S(xg ). Liczba g jest granica lewostronng funkcji f w punkcie xo, co symbolicznie
zapisujemy w postaci réwnosci lim f(x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

XA)XO

Vesodas0%,espey [0 <30 —x < 8) = (If(x) — gl < <)].




Definicja (granicy prawostronnej wtasciwej funkcji w punkcie wg

Cauchy’ego)

Niech xg € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S(xg). Liczba g jest granica prawostronng funkcji f w punkcie xo, co symbolicznie
zapisujemy w postaci réwnosci Iim+ f(x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

X—Xq

Ve>035>0Yxes(g) [(0 < x—x0 <) = (|f(x) — gl <e)].

Zadanie. Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie uzasadnic¢
podane réwnosci:
a) |im2(5 —3x)=-1; b) lim x? = 16; c) lim 15 = %;
X—

x—4 x—0 X2
d) lim sinx =0.

X—T

Zadanie. Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy jednostronnej w punkcie
uzasadni¢ podane réwnosci:
a) lim (3x—1)=2; b) lim 2% =0.
x—1t x—0~



Dla funkgcji, ktérych wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granice
jednostronne w punkcie xo = 1 lub uzasadni¢, ze one nie istnieja:

yl

A

yA




>

XV

XV



Twierdzenie (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia granicy)

Funkcja f ma w punkcie xo granice (wfasciwa lub niewtasciwa) wtedy i tylko

wtedy, gdy
lim f(x) = lim f(x).

Wspdlna wartos¢ granic jednostronnych jest wtedy granica funkcji.

Zadanie. Dla funkcji, ktérych wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granice

w punkcie xg = 1 lub uzasadni¢, ze granica ta nie istnieje:
yA y A

" " y=i(x)

11
x
o
[¢)]
}
[

XV

- 1
XV
o
~
N



1 +
051 y=f(x)
yA
e
y=f(x)
e) \ ;(

y A
11
051 * A=K
) 1
y A
11
0,51 y=f(x)
) :




Twierdzenie (o arytmetyce granic funkcji)

Jezeli funkcje f i g maja granice wfasciwe w punkcie xp, to
1 lim (f(x) + g(x)) = lim f(x)+ lim g(x),

X— Xo X—Xo X—Xo
2. lim (f(x) — g(x)) = lim f(x) — lim g(x),

X— Xo X— Xo X—Xo

3. lim ((x) - g(x)) = (JL”JO f(x)> - ( lim g(x)>,

) lim f(x) °
4 le";o g(x) — #g(x), o ile g(x) # 0,
X—X0
lim g(x)
5. im (F00)e) = (fim 0)
X—Xo X—Xo

Twierdzenie (o granicach niewtasciwych funkcji)

1l p+oo=+ocodla—oc0<p<+oo 2.p-(+o0) =200 dlal0<p<+o00
3. £ =0dla—oco<p<+oo 4. & =+oo dla0 < p<+oo

5 pt®=0dla0t<p<l1 6. p7 =+ocodlal < p< 40
7. (+o0)?=0dla—c0c<g<0 8 (+00)? =400 dlal < g<+oo




Zadanie. Zbada¢, obliczajac granice jednostronne, czy istnieja podane granice:
1

a) ||m0;;

d) lim [3sinx];

g) Jim sgn [x(1—x2)];

N _1

j) lim e x;
x—0 R

m) lim X +x—12
) x—3 (x—3)?

b) Iim0 XSgNX;

X —4
) )!1712 Ix—2
h) ||m [x]
sgn(1—x?)
k) Xll“l sgn(x3 1)




Zadanie. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic

H x3—1,
2) xlILn1 x®—1!
fo (1)
d) XﬂToo el
2
lim X —1.
g) o Vi
j) lim VItx+2,
x—+oo VI+x2 '
H 25X —9%
m) lim 2—2-;
) x—0 53
) ||m V1+x—/1—x
p 2x !

x—0

s) lim x(\/xzi—kl—x);

X——+00

li
U) xino

X 5x34+11x2+16x4+12 .
x34+16x2+52x+48

b) lim ——=—;
) X— — 00 X2+1’
14+ ¥/x.
x——1 1+\3/;,

—103
k) lim ¥
) x—108 VX—10
3/
n) lim Vx 4.
x—64 VX8

-2
: sin® x .
CI) l[no l1—cosx’

t) lim (mH)

X——00

x*+5x34+11x24+16x+12

i
W) x—l»nl2

x3+16x2+52x+48

obliczy¢ podane granice:

H 2.5 2%
c) lim £2-%;
) x——+00 3 —45
f) lim 7”_15_2;
x—5 X7
3_ .2
H H x°—x“4+x—1.
I) )!le x3+x2—x—1"

. 4/
) lim 7”)(“;
X——00
2
. tg” x+1,
o) lim &t
) x—35~ tg® x+5
r) lim (e —e¥);
X— 00



Dla granic funkgcji istnieja odpowiedniki twierdzen o trzech i dwéch ciggach:

Twierdzenie (o trzech funkcjach)

Jezeli funkcje f, g i h spetniaja warunki
1. f(x) < g(x) < h(x) dla kazdego x € S(xo),
2. lim f(x) = lim h(x) = p,

to lim g(x) = p.
X—Xg

5\

Twierdzenie (o dwéch funkcjach)

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki
1. f(x) < g(x) dla kazdego x € S(xp),
2. lim f(x) = +oo,

X—Xo

to lim g(x) = +o0.
X—Xg

5\

Prawdziwe jest analogiczne twierdzenie dla granicy niewtasciwe] —oo.



Ponizej znajduje sie lista podstawowych granic, z ktérych mozna korzystac przy
liczeniu granic funkgji:

Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

lim sinx — 1 lim X =1

x—0 X x—0 X

Ilm arcsin x — 1 ||m arctgx — 1

x—0 Xl x—0 L

Ukl . Vel

I|Ln0 — =Ina, gdzie a>0 X'TT_l

. log,(1+x) _ 1 . . In(1+x) _

thno e = -, gdzieae R xlino - =1

. a X _ a . . 1 X _

X—|I>Too(1+;) =e?, gdzieacR x—ll>rinoo(1+;) =e

. a_ . . 1

lim =L — 5 gdzie a € R lim(1+x)x =e

x—0 X x—0
Uwaga nr 1 Wzory, w ktérych granice wynosza 1 mozemy w naturalny sposéb
rozszerzy¢ na granice wyrazen odwrotnych, np. prawda jest, ze XIiém0 o = L

waga nr azdy z powyzszych wzoréw mozna (i nalezy) uogdlnic.
Uwag 2 Kazdy z powyzszych i lezy) uogol
Przyktadowo, skoro Iim0 €=1 _ 1 to réwniez Iim0 = D’l = 1, gdzie J oznacza

X— X—>

pewna funkcje zmiennej x taka, ze lim [0 = 0.

X—

Uwaga nr 3 Prosze zauwazy¢, ze zdecydowana wiekszos¢ powyzszych wzoréw
zachodzi dla x — 0. Jesli x — a, gdzie a # 0, to nie mozemy stosowac¢ tych
wzoréw! Mozemy za to sprébowaé dokonaé¢ zamiany zmiennej tak, aby nowa
zmienna dazyta do 0.



Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczyé podane
granice:

sin 7x . . 32,
) IImO sin 5x ! b) ll OS|n2X' C) )!TO < !
x+1 x2 2x—1
d) lim (3X+5) : e) lim ( +5) : f) lim (1
) X— 00 3X+73 ' ) X——+00 x2—7 ! ) x~>+oo( + ) '
. In(1-2 . . . .
g) lim "(73X); h) lim sin 3x ctg 5x; i) lim tg\/)7;
x~>0 X x—0 x—0t VX
) ||m In(14x) . k) lim &3x. |) lim Sin2x.
x—0 €17 w— = tghx’ s SINTX'
m) lim In(lTLx);Inx_ n) lim 2retgx. O) lim Y11x5-1.
x—oo  Sin(¥) x—0 tg&x ' x—0 X '

li \7/37x71.
p) lim S

sin X



Ciagtos¢ funkgji

Definicja (otoczenia punktu)

1. Otoczeniem o promieniu r > Q punktu xog € R nazywamy zbicr

O(x.r)
o o o

O(xo, ) £l (0o —r;xo+r) XoT XgtT X

2. Otoczeniem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu xg € R nazywamy zbior

O(.r)
O O >
O(xy ,r) 2 (X0 — rixo] XgT X

3. Otoczeniem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu xqg € R nazywamy zbicr

O0g.r)
C O
O(xg,r) e [x0: X0 + 1) Xg T

XV




Definicja (funkcja ciagta w punkcie)

Niech xg € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
O(x0). Funkgja f jest ciagfa w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(x) = f(x).

X—Xg

Wskaza¢ punkty, w ktérych funkcje o podanych wykresach nie sa ciagte:

y A y A
y=f(x)
y=f(x)
\ P >
a) \./ \ X b) X
y A y A -
114
/ 0 y=f(x)
- PR i} -




XV



Definicja (funkcja ciagta na przedziale)

Funkgja jest ciagta na przedziale otwartym (a; b), jezeli jest ciagta w kazdym
punkcie tego przedziatu. Funkcja jest ciagfa na przedziale domknietym [a; b), jezeli
Jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu otwartego (a; b) oraz prawostronnie
ciagta w punkcie a i lewostronnie ciaggta w punkcie b.

Definicja (nieciagtos¢ funkgji)

Niech xq € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
O(x0). Funkcja f jest nieciagta w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
granica
lim f(x)
X—Xo
albo gdy
lim f(x) # f(x0)-

X—Xo

Nieciggtos¢ funkcji mozna rozwazac¢ jedynie w punktach nalezacych do jej
dziedziny!



Definicja (Rodzaje nieciagtosci)

1. Funkcja f ma w punkcie xy nieciagtos¢ pierwszego rodzaju, jezeli istnieja granice
whasciwe lim f(x), lim oraz lim f(x)# f(xo) lub lim f(x) # f(xo).

x—)xo_ X*)X; x—)xo_ XHXS’
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xq nieciagtos¢ pierwszego rodzaju typu
"skok”, jezeli spetnia warunek lim f(x) # lim f(x).

x—xg X— X4
Mowimy, Ze funkcja f ma w punkcie xg nieciggtos¢ pierwszego rodzaju typu "luka”,
Jjezeli spetnia warunek lim f(x) = Iim+ f(x) # f(x0)-
X—Xq X—Xg

2. Funkcja f ma w punkcie xq nieciggtos¢ drugiego rodzaju, jezeli nie istnieje lub
Jjest niewtasciwa, co najmniej jedna z granic lim f(x), Iim+ f(x).

X—)Xo X—’X0




Zbada¢ ciagtos¢ podanych funkcji we wskazanych punktach:
2

X dla x <1,
3) Fx) = 3-x db x>1 X =1
_ x +x—-2 dla x< -2, o,
b) £(x) = x? +5x+6 dla x> -2, X = =2
—=— dla x <0,
c) f(x) = -2 dla x=0, x=0;
—Sn2¢ gy x>0,
ol gy x 1,
! f(X):{ 5 xil %=1
x?cost dla x>0,
e) f(x) = 01 dla x=0, x=0.
e x dla x <0,
[x? —x—6|
F) F(x) —{ T jja X7 2 =2
2 x= -2,



Dobra¢ parametry a, b € R tak, aby podane funkcje byty ciagte we wskazanych

punktach:

sinxdla x <0,

x+b da x>0,
X dla |x] <1,

x?+ax+b dla |x|>1,

sinx dla |x|> 7, T

ax+b dla |x|]<Z, T 22T

xo =0;

x1=-—1, xp =1,

SE

3 dla x>1,
x*+ax+b dla |x|<2, = 5 e — D
a/x2—1 dla |x|>2 1T TS
asinx+bcosx dla |x|> T,
1+tgx dla |x] <7,
(x—1)® dla x<0,
ax+b dla 0<x<1l, xx=0, x2=1;
VX dla x> 1
X dla |x| <1,
xX>+ax+b da |x|>1,

— ™ —
Xl__Z; X2 =

ISE

a) f(x)
b) (x)
¢) f(x)
d) f(x) =
e) f(x)

f) £(x)

g) F(x) =
h) f(x) =

X1:—1, X2:1.

2 dla x <0,
a4+b da 0<x<1l, xx=0, =1,



Okresli¢ rodzaje nieciagtosci podanych funkcji w punkcie xg = 0:
sSnx - dla x <0,
a) f(x) = 0 da x=0,
€1 dla x>0
1—cos% dla x <0,
b) f(x) = 0 dla x=0,
Vxsind dla x> 0;
{ L dla x#0,
c) f(x) =q ltex
0 dla x=0;




Okresli¢ rodzaje nieciagtosci podanych funkcji we wskazanych punktach:

x2—1 . .
a) f(x)_{ 3 Zﬁa XE(O,I)Ufl'ﬂo)’ X =1;
a X =1,
e%+2
b) Fx) = { o 9 X701y,
e dla x=0,
g g
c)f(x)_{ D di iig %0 =0

d) f(x) = sgnx(x = 1)], x = 1;
_f xarctgl dla x#0, _
flx) = " da x=0 *=0



Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.




Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie xg, to funkcja f + g, f - g, g (g(x0) #0)
Jest ciagta w punkcie xg.




Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie xg, to funkcja f + g, f - g, g (g(x0) #0)
Jest ciagta w punkcie xg.

Twierdzenie (o ciggtosci funkgji ztozonej)

Jezeli

1. funkcja f jest ciggta w punkcie xg,

2. funkcja g jest ciagta w punkcie yo = f(xo),

to funkcja ztozona g o f jest ciagta w punkcie xg.




Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie xg, to funkcja f + g, f - g, g (g(x0) #0)
Jest ciagta w punkcie xg.

Twierdzenie (o ciggtosci funkgji ztozonej)

Jezeli

1. funkcja f jest ciggta w punkcie xg,

2. funkcja g jest ciagta w punkcie yo = f(xo),

to funkcja ztozona g o f jest ciagta w punkcie xg.

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji odwrotnej)

Niech | i J beda dowolnymi przedziatami. Jezeli funkcja f : | == J jest scisle
monotoniczna i ciagta, to funkcja odwrotna f=1 : J =2 | takze jest ciagta.




Trzy wazne twierdzenia dotyczace funkcji ciggtych

Twierdzenie (Bolzano-Cauchy’ego)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a; b] oraz spetnia warunek
f(a)f(b) < 0, to istnieje punkt c € (a; b) taki, ze f(c) = 0.

Uzasadni¢, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwigzania we wskazanych
przedziatach:

a) 4 = x2, (-1;0); b) e~ % (%1)

c) ctg x = x, (1;%); d) x3 +6x—-2=0, (0;1);
e) xsinx =7, Eﬂ;%’); f) 3 +5 =09, (1;2);

g) x> +Inx =0, (%;1); h)I:Si%JrX, (O;g);
i) 3 +x=3,(0;1); JInx+2x=1, (%,1),
k) x1° +x—1=0, (3;1); ) x2x =1, (0; 1).



Twierdzenie (Darboux o wartosci posredniej)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a; b] oraz
1. f(a) < f(b),

2. p e (f(a); f(b)),

to istnieje taki punkt c € (a; b) dla ktérego f(c) = p.

Uzasadni¢, ze: _
a) funkcja f(x) = e¥"* przyjmuje w przedziale [0; 3| warto$¢ 2;
x)=s

2
b) funkcja f( in(mx) 4 cos(mx) — 1 przyjmuje w przedziale |

1

21

;1] wartosé -1.



Twierdzenie (Weierstrassa o ograniczonosci i osigganiu kreséw)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a; b], to
1. jest ograniczona, tzn. istnieja state m i M takie, ze

m < f(x) < M dla wszystkich x € [a; b];
2. osigga swoje kresy, tzn. istnieja punkty c,d € [a, b] takie, ze

f(c) = inf f(x) oraz f(d) = sup f(x).
x€E[a;b] x€[a;b]




Twierdzenie (Weierstrassa o ograniczonosci i osigganiu kreséw)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a; b], to
1. jest ograniczona, tzn. istnieja state m i M takie, ze

m < f(x) < M dla wszystkich x € [a; b];
2. osigga swoje kresy, tzn. istnieja punkty c,d € [a, b] takie, ze

f(c) = inf f(x) oraz f(d) = sup f(x).
x€E[a;b] x€[a;b]

Uzasadni¢, ze:

@ wéréd prostokatéw wpisanych w koto o promieniu R jest ten, ktéry ma

najwieksze pole;

o wéréd walcéw wpisanych w stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H

istnieje ten ktéry ma najwieksza objetos¢;



Ciagtosc kontra ciagto$c jednostajna

Definicja (ciagtosci Cauchy'ego € — §)

Funkcja f jest ciagta w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve>035>0Yxe0(x) [(IX —X0| < 6) = (If(x) — f(x0)| < &)l

Inaczej méwiac: funkcja f jest ciagta w punkcie xo, gdy mate zmiany argumentu x
wzgledem tego punktu powoduja mate zmiany wartosci funkcji f(x) wzgledem
f(Xo).

Korzystajac z powyzszej definicji, uzasadnié ciagtos¢ podanych funkcji we
wskazanych punktach:
a) f(x)=2x-3,x =1, b) f(x) =x*>+1, xo = 2;
c) f(x) = ¥/x, xo =0; d) f(x) =sinx, xo = 7.




Rozwigzanie przyktadowych zadan egzaminacyjnych

odnos$nie granic i szeregéw

W kolejnych slajdach przedstawie rozwigzania przyktadowych zadan
egzaminacyjnych z granic i szeregéw, ktére otrzymaliscie ode mnie, przez Agate
Dotke (zadania pod szkicem wyktadu z szeregéw, strony 11-12 (tak wtasnie
wygladaja zadania egzaminacyjne u Grazyny Ciecierskiej)). Czasami podaje rézne
sposoby rozwigzania przyktadéw. Chce w ten sposéb pokaza¢ Wam, ze nieraz
istniejg fajne metody /sztuczki, dzieki ktérym pewne rzeczy policzycie bardzo
fatwo. Do dzieta !

CzESC PIERWSZA - GRANICE

1) Tak.
Sposéb lajtowy. W kazdym przyktadzie tego typu wystarczy wybra¢ wieksza
z liczb, ktére pojawiaja sie pod pierwiastkiem. Do wyboru mamy 3 i 7, wiec
rozwigzanie to 7.
Sposdb formalny. Z twierdzenia o trzech ciggach mamy, ze

aT=Vrn <3N+ a0 KT+ = V21 = V21— 7.
Zatem |lim /3" + 7" = .
n—oo

19) Tak. Patrz uzasadnienie powyzej.




2)

16)

Nie.

Sposab lajtowy. Policzmy kilka wyrazéw tego ciagu :

a1=0, aa =2, a3=0, a3 =2, ... Wyrazy ciagu skacza (wracaja w to samo
miejsce): na zmiane s3 na wysokosci 0 i 2. Taki ciag nie ma granicy.
Sposéb formalny. Z twierdzenia o podciggach mamy :

ak=1+(-1)*=14+1=2, ayy1=1+(-1)*1=0.

Granice podciagéw s3 rézne, zatem nasz ciag nie ma granicy.

Tak.

Sposéb lajtowy. Jak powyzej :

ag=-2,a =0, a3=-6, a4, =0, as = —10, ag =0, .... Ciag co jakis
czas wraca do warto$ci 0, wiec nie ma granicy.

Sposéb formalny. Z twierdzenia o podciggach mamy :

apk =2k - ((-1)* —1)=2k-0=0,
asks1 = (2k +1) - (=1 —1) = 2k + 1) - (—2) = —4k — 2.

Granice podciggéw s3 rézne (—4k — 2 # 0), zatem nasz ciag nie ma granicy.



18) Nie.
Sposéb lajtowy. Liczymy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu :
ap = -2, aa =4, a3 = —8, a; = 16, ... Co ten ciag robi? Skacze. | to jak!
Raz jest na plusie, raz na minusie, coraz bardziej oddalajac sie od osi OX.
Ten ciag sam nie wie, do czego zmierza (czy w koncu do +o0, czy do —o0).
O takich niezdecydowanych ciggach mozemy co najwyzej powiedzie¢, ze sa
rozbiezne = nie maja granicy (nawet niewtasciwe;j).
Sposéb formalny. Mozna réznie:
o z podciggéw - azxx = (—2)%F = 4%,
agky1 = (—2)%F = (=2)%F . (=2)' = —4* - wida¢, ze to s3 liczby réznych
znakoéw
o z definicji Cauchy'ego granicy niewtasciwej +oo:

Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewfasciwej +oo, co zapisujemy lim a, = +oo, wtedy
n—oo

i tylko wtedy, gdy
Ve >03n. € N | Vn> ne a, > e.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : dostatecznie dalekie wyrazy tego
ciagu s3 wieksze od dowolnie duzej liczby (). Jak wezmiemy dowolnie duza
liczbe €, to oczywiscie znajdziemy w koicu wyraz ciggu > ¢, ale juz nastepny
bedzie ujemny, co zaprzeczy tej definicji.



20) Nie.
Sposéb lajtowy. lim cos(nm) = cos(oo), a granica funkgji cosinus w
nieskoficzonosci nie istnieje, a co$, czego granica nie istnieje +3 (-5, : (—2),
...) nadal nie posiada granicy.
Uwaga!
lim (co$, co dazy do 0) - cos(oco) = 0.
Na przykfad : lim (% - cos(n) = 0.
Sposéb formalny. Z podciggéw: asy = cos(2kn) + 3 = cos0 + 3 = 4,
341 = cos(2km + 7) + 3 = cosm + 3 = 2. Granice podciagdw s3 rézne, wiec
szukana granica nie istnieje.



1-2n
3) Granica lim (323) jest nieoznaczonos$ciag typu 1°°. Zanosi sie wtedy
n—oQo

na jej liczenie ze wzoru na liczbe e :

O
lim (1—|—) =e, gdzie lim O = +c0.
n—o0 D

n—oo
Zeby przyktad przyjat posta¢ powyzszej granicy, nalezy:

o stworzy¢ w nawiasie "duza" jedynke 1, a nastepnie zapisa¢ znak jako plus +
o podzieli¢ licznik i mianownik powstatego utamka przez to, co jest w liczniku -
dzieki temu dostaniemy 1 w liczniku

e zapisa¢ w potedze nawiasu takie samo wyrazenie, jakie powstato w

mianowniku [, podnie$¢ wszystko do potegi odwrotnej i do potegi, ktéra byta
od poczatku w przyktadzie; dalej juz bedzie fatwo

_ 2n+ 1\ 2n+3 2\
lim = lim - —
n—oo \ 2n+ 3 n—oo\2n+3 2n+3
1—2n
~ im (14 2 - l 1+ -1 =
o nL»moo + 2n —|— 3 - nan])o + 2n+3 -

ani3 5725 +(1—2n)
. 1 im_ =252
= lim 1+ 5—

2
— @en—oo = e".
n—o00 72”23



21)
4)

Prosze zrobi¢ ten przyktad analogicznie do 3). Powinno wyjs¢ e 8.

Tak.

Sposéb lajtowy: Granica, z kt6rg mamy sie zmierzy¢, to granica (przy
zmiennej dazacej do nieskonczonosci) ilorazu wielomianéw, ktére sa réwnego
(trzeciego) stopnia. Odpowiedzia bedzie iloraz wspétczynnikéw przy
najwyzszych potegach licznika i mianownika, czyli %4 = -2

Sposéb formalny: Nalezy wytaczy¢ najwyzsza potege przed nawias zaréwno
w liczniku jak i mianowniku (wytaczy¢ lub podzieli¢, jak kto woli):

17 —4n® +5n—2n . n3(% - 4+——3) —4

e 4n2 +2n3 +3n+5 nLngon?’( +2+ 3 +%) 2’

H LIG B 4 & S o H liczba .
poniewaz n° sig skréca, za$ wyrazenia w nawiasach typu —ricammess daza do

0.

Sposdb lajtowy. Zaston w przyktadzie wszystkie liczby, ktére sa w potedze n
i s3 mniejsze niz najwieksza z podstaw (czyli pigtka). Mamy wtedy

3n _5n+1 _5n+1 L _Bn.5 _ 1

im ———— = lim ——— = lim = .
n—oo 4n+1 4 5n+2 n—oo Hnt2 n—oo 5N . 52 5



5) Sposéb formalny. Dzielimy licznik i mianownik przez najwieksza liczbe,
ktéra widzimy w podstawach podniesiong do potegi n. Mamy wtedy
3n_5n+1 (%)n_5 1

P goit g5z~ (Fy-av5 5

poniewaz wyrazenia typu (liczba z przedziatu(0,1))" zbiegaja do 0.
6) Tak. Zauwazmy po pierwsze, ze co$ zrobi¢ trzeba, poniewaz jest to wyrazenie
nieznaczone typu (oo — 00). W tym celu mnozymy licznik i mianownik przez

sprzezenie wyrazenia, ktérego mamy liczy¢ granice (tak jakby usuwamy
niewymierno$¢ z licznika):

lim (vV/n? +4n+1—+/n?+2n) =

im (V2 +4n+1—+/n2+2n)-(Vn?2 +4n+1++/n2 +2n)
= 1 =

n—00 V2 +4n+1++n?+2n
. n*+4n+1—(n*>+2n) _ n(2+1)
= Iim = =
T e i)
2

Vit



22)

23)

Nie.
Korzystamy z jednej z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych,
konkretnie lim *2* =1, a w zasadzie z prostej konsekwencji z tego wzorku,

x—0
mianowicie
. sind
lim
x—0
W naszym przypadku w liczniku mamy sin(8x), wiec bardzo bysmy byli
szczedliwi, gdyby w mianowniku pojawito sie wyrazenie 8x. Realizujemy nasze
marzenia dopisujac 8x zaréwno w mianowniku jak i w liczniku, o tak :
sin(8x) . 8x -sin(8x) lim 8x 8

x—0 Tx  x—0 8x-7Tx x=0Tx T

=1, oile IimOD =0.

W tym przyktadzie mamy do czynienia z nieoznaczonoscia typu (). Na
poczatku postepujemy podobnie jak w przyktadzie 6):

x+2 — im (x+2)-(V2x2+8— 2x)
2V/2x2 + 84+ 2x  x—-2 (V2x2 +8+2x) - (V2x2 + 2x)

_ (x+2)-(V2x2+8—2x) i (X+2)~(\/2X2 8 — 2x)
P 22 18— 4x2 A TR X2+ x)

. 2x24+8—-2x 8
= lm ————— = _— =1,
xX——2 2(2 7X) 8




